Structure des groupes d’ordre pq

Théoréme 1. Soient p,q deuxr nombres premiers tels que p < q et G un groupe d’ordre pq.
Alors :
e Siptq—1, G est cyclique et G ~Z/pZ X 7/qZ, par exemple pour pqg = 15,35,51,. ..
e Sipl|lqg—1,ily a (aisomorphisme pres) deuzx groupes d’ordre pq. Le groupe G est soit
cyclique avec G ~ 7 /pqZ, ou bien G est non abélien isomorphe & un produit semi-direct
non commutatif .

Corollaire 1. Pourp =2, on a a isomorphismes pres deuz groupes d’ordre 2q, le groupe cyclique
Z/2qZ et un produit semi-direct qui est isomorphe au groupe diédral D,.

Démonstration. :

Etape 1 : commengons par montrer que G est nécessairement isomorphe & un produit semi-
direct G ~ Z/qZ x Z/pZ. Comme p | card(G) et q | card(G), G admet un p-Sylow et un ¢-Sylow.
En particulier d’apreés les théorémes de Sylow, le nombre de ¢-sylow &, vérifie :

ke =1][q] et kq | p.

Alors, kg # p car sinon on aurait ¢ | p—1 avec ¢ > p > p—1, absurde. D’ott nécessairement kg = 1
et il n'y a qu’un seul ¢-sylow de G noté @, qui est donc distingué dans G. On en déduit donc

que G/Q est muni d’une structure de groupe avec card(G/Q) = g:ﬁggg; = p soit G/Q ~ Z/pZ.

On a donc la suite exacte :

150565 a/Qm1
ol i : P < G est l'injection canonique et 7 : G — G/Q@ la surjection canonique.
Objectif 1. Trouver un reléevement de la suite exacte a l'aide d’un p-sylow de G.

On note P un p-sylow de G et 7 p la restriction a P de la surjection canonique 7 et on va montrer
que 7| p un un isomorphisme. Pour ce faire comme card(P) = card(G/Q), il suffit de montrer que
m|p est injective. Or, Ker(mp) = PNKer(r) = PNQ, il s’agit donc de prouver que PNEQ = {1}.
Soit x € PN @, on a en particulier ordre(z) | p et ordre(z) | g ou pAg =1, d’odt z = 1. On a donc
I'existence d'un sous-groupe P de G tel que 7 p soit une bijection, ie I'existence d'un relévement
de la suite exacte. Ainsi, G est isomorphe & un produit semi-direct de la forme Q x4 G/Q et par
cardinalité, on a 'isomorphisme :

G ~1Z/qZ x4 Z/pZ

ol ¢ : Z/pZ — Aut(Z/qZ) est un morphisme qui détermine la loi de groupe + sur ’ensemble
cartésien Z/qZ x Z/pZ, via (ki,11) + (ka,l2) = (k1 + ¢(11) (k2), 11 + 12).

Lemme 1. Soit n € N*, Aut(Z/nZ) ~ (Z/nZ)*

Démonstration. v € Aut(Z/nZ) est entiérement déterminé par I'image de 1 qui génére Z/nZ.
Pour construire un automorphisme il suffit d’envoyer 1 sur un générateur de (Z/nZ,+), ie un
élément de (Z/nZ)*. On définit alors Papplication @ : Aut(Z/nZ) — (Z/nZ)* associant a u,

I'élément u(1) et on définit W : (Z/nZ)* — Aut(Z/nZ) par (k) : 5 — k3. 1l est facile de
vérifier que U est bien & valeurs dans Aut(Z/nZ) et ensuite que ¥ et ® sont des morphismes
réciproques 'un de 'autre, ie :
QoW =1Idiz/mz)- et Vod = IdAut(Z/nZ)v
O

Etape 2 : étudions les morphismes de Z/pZ — Aut(Z/qZ) ~ (Z/qZ)* ~ (Z/(q — 1)Z,+) pour
comprendre la structure de produits semi-directs. On distingue alors les cas ¢ Z 1[p] et ¢ = 1[p)].

1) Supposons ¢ # 1[p]. Le nombre de p-sylow vérifie k, = 1[p] et k,, | g et donc k, # ¢ =k, = 1.
D’oti, 'unique p-sylow est distingué, tout comme 'unique g-sylow, ce qui donne une structure
de produit direct.

2) Supposons ¢ = 1[p]. Un morphisme 0 : Z/pZ — Z/(q — 1)Z est entiérement déterminé par
l'image du générateur 1 qui est d’ordre p et par le théoréme de Lagrange card(Ker(6)) | p soit
card(Ker(0)) € {1,p}. Alors :



o Si card(Ker(f)) = p, alors Ker(0) = Z/pZ et 6 est le morphisme trivial, ce qui donne une
structure de produit direct.

e Si card(Ker(6)) = 1, le morphisme 0 : Z/pZ — Im(f) est isomorphisme et donc Im(6)
est un sous-groupe de cardinal p de Z/(¢ — 1)Z. Comme il y a un unique sous-groupe de
cardinal p dans Z/(q — 1)Z noté T', le morphisme 6 : Z/pZ — T est un isomorphisme
et 0 est entierement déterminé par le choix de 0(1) que I'on doit choisir parmi les p — 1
générateurs de I'.

Objectif 2. montrer que pour 61 et 02 deux isomorphismes de Z/pZ dans T, les produits semi-
directs associés sont isomorphes ie : Z/qZ X o, Z/pZ ~ 7/qZ X9, L] pZ

On pose o = 05 0 0; € Aut(Z/pZ) et on vérifie alors que :
Z]qZ 29, Z/pZ — Z]q7Z xg, Z]DZ
(k1,01) — (K1, o(ly))
donne l'isomorphisme attendu. Il suffit de montrer par cardinalité que l'application © est un
morphisme de groupe, injectif. On a :
@((kl,ll)-‘r(kg,lg)) = (]{31 +91(11)(]€2),l1 -‘rlg)

(k1 + 61(11)(k2), ol + 12))
= (lﬁ +01( 1)(k2),a(l1)+a(lg)
= (k1 +62(a(l))(k2), a(l) + a(l2))

O :

car o oav = 07 et :

O((k1,l)) + O((k2,12)) = (k1, a(lh)) + (k2, a(l2))
= (k1 +02(a(l1))(k2), a(lh) + a(ls))

Ce qui donne bien ©((k1,11)+(kz,l2)) = O((k1,11))+©O((k2,l2)) pour les lois + des deux produits
semi-directs. Enfin 'injectivité est immédiate, on a en effet :

O(k1,11) = (0,0) <= (k1,a(ly)) = (0,0) <= k1 = 0,11 = 0 car « est un automorphisme.

Ce qui prouve bien le résultat attendu. O

Rappel 1. Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique. Plus précisément pour n > 1 :
e Tout sous-groupe de Z/nZ est cyclique engendré par la classe b d’un élément b tel que b | n
et < b > est d’ordre %
e Pour a > 0 un diviseur de n, on note b = 2. Il existe alors un et un seul sous-groupe de
Z/n7Z d’ordre a. Ce sous-groupe est engendré par b et est formé de l’ensemble des éléments
de Z/nZ dont lordre divise a.

Rappel 2. Soit G un groupe de cardinal n = p®m ot ptm. Alors :
o Les p-sylow de G sont tous conjugués.
o Le nombre k, de p-sylow vérifie k, = 1[p] et ky, | m.
o P est l'unique p-sylow de G <=k, = 1 <= P est distingué dans G.

Rappel 3. Soient N,G et H des groupes tels qu’il existe une suite exacte :

1'—>N‘i>GI»Hn—>1

Sl existe un sous-groupe de G noté H tel que T H — H soit un isomorphisme, alors G est
isomorphe & un produit semi-direct N x4 H ot ¢ désigne un morphisme de H sur Aut(N) qui
permet de définir la loi de groupe sur l’ensemble produit N x H par :

(n, h).(n", h) = (ng(h)(n"), hh).
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